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RESUMO

Investigamos ações de alunos do 4º ano do ciclo I submetidos às atividades que problematizam o aspecto contínuo das grandezas quanto à enumeração, nosso propósito foi perceber "como suas elaborações sobre o conceito de fração estão relacionadas à proposta do desenvolvimento conceitual tratado sob o enfoque da dialética forma e conteúdo?” Para poder responder esta questão, intervimos como professora e pesquisadora de matemática, assumindo a perspectiva da pesquisa qualitativa, investigando as ações expressas em episódios de ensino transcritos do registro dos alunos de uma escola na periferia da cidade de São Paulo. Demarcamos nossa questão de pesquisa diferenciando-nos daquelas que tomaram para estudo o conceito de fração em sua síntese atual, na forma simbólica a/b , que é resultado das diversas elaborações de pensamento e linguagem na atividade social e histórica da humanidade. Este enfoque de ensino decorre da influência da análise lógico-formal da linguagem, impedindo ao aluno: recriar o movimento conceitual da fração e construir uma nova leitura da realidade. Baseados em autores que analisam o conhecimento sob o enfoque histórico-cultural, buscamos a dimensão criativa de elaboração conceitual da fração. O movimento lógico-histórico do conceito inspirou atividades de ensino, apontando transições indispensáveis na compreensão do movimento da forma (numérica) e do conteúdo (significados). As análises evidenciam que, nas ações de contar e medir, os alunos elaboraram pensamento e linguagem matemática, formalizando juízos e definições de maneira própria. Recriaram para si o movimento da forma, enquanto síntese numérica da fração, e do conteúdo: ações de medir aspectos contínuos dos objetos. 

DEMARCANDO O ENFOQUE DA PESQUISA

Nossa experiência profissional assinalava que o conceito de fração, nas práticas escolares, repetidamente, era apresentado de forma desvinculada do seu conteúdo, centrando-se na linguagem formal, no treinamento de técnicas operatórias e na manipulação de materiais, sem permitir que os alunos explorassem suas próprias experiências pensando sobre elas, sem que desenvolvessem os conceitos matemáticos numa interação entre o agir e o pensar de forma crítica e criativa. Inquietados com essa proposição nos colocamos a tarefa de buscar algumas respostas. 

Deste modo, em oposição à perspectiva de tratamento que valoriza unicamente o aspecto operacional do conceito, neste estudo abordamos o conceito de fração como movimento que parte do pensar sobre a realidade na qual estamos imersos para, a partir dela, manifestarmos o conhecimento sobre o controle das variações quantitativas de objetos cujo aspecto a ser relevado nessa quantificação é o de natureza contínua. Essa forma de tratamento do conceito, em geral não está presente nas abordagens de ensino da fração nas escolas.

Cumpre observar que, por trás da ênfase do ensino de fração, apenas no seu aspecto simbólico que restringe sua compreensão ao entendimento da organização dessa linguagem enquanto sua gramática, encontramos a fração como a primeira conexão bem sucedida, realizada pela humanidade, entre dois movimentos quantitativos regulares e que constitui o embrião do pensamento do conceito de racionalidade.

Por isso acreditamos que apresentando aos alunos problemas que os desafiem no controle de variações quantitativas, partindo de situações onde se viabilize a re-criação das principais conexões do conceito de fração, em interação com o professor e os colegas, eles se coloquem para pensar o conceito e não somente aplicá-lo tecnicamente.

As pesquisas sobre fração, que nos antecederam, tiveram por base em seus estudos referências das teorias cognitivistas. Seguramente, elas consistem em indicadores importantes sobre este tema ao trazerem contribuições sobre a construção das estruturas do pensamento operatório deste conceito, tanto em situações experimentais, como em propostas de ensino com alunos de diversas faixas etárias. Nas pesquisas mais recentes esse referencial teórico tem fundamentado estudos sobre a importância das diferentes representações da fração na constituição do conceito de racionalidade. 

Essas investigações servem para demarcar nossa questão de pesquisa no sentido de diferenciar-nos daquelas que tomaram para estudo o conceito de fração em sua síntese atual, isto é, sua linguagem na forma simbólica a/b que é resultado final das diversas elaborações de pensamento e linguagem na atividade social e histórica da humanidade. 
O caráter de nossa pesquisa requereu a interpretação das atividades realizadas pelos alunos na perspectiva da elaboração humana de conhecimentos e, para tanto, buscamos fundamentação teórica em autores que fazem referência ao processo de desenvolvimento de formas de pensamento – juízos e conceitos – integrantes do movimento da forma e do conteúdo do conceito. 

Sob esta perspectiva, os juízos e conceitos de medida e grandeza constituem conexões básicas para a elaboração do conceito de fração e são identificados como fundamentais por meio do estudo da história deste conceito. Estas conexões foram buscadas na história do desenvolvimento conceitual da fração por proporcionar o planejamento e organização das atividades e também por se tornarem elementos para analisar as elaborações dos alunos. 

O conceito de fração tem sido abordado em vários estudos que lançam idéias novas sobre o ensino e a aprendizagem deste conceito. No presente trabalho, buscamos restabelecer para o sujeito que aprende o conceito de fração uma unidade dinâmica entre forma e conteúdo, propondo atividades que problematizam esse conhecimento, focalizando dialeticamente a linguagem matemática sem recair somente numa análise lógico-formal desta. 

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA -  A estreita abordagem da linguagem

Na tentativa de resolver a questão da fundamentação do conhecimento a visão denominada neopositivista se apoiou nas interpretações e análises da linguagem. No centro da atenção dessa fase, conforme apontam DAVÝDOV (1982) e KOPNIN (1978),  está a concepção de que o conhecimento sempre se apóia na experiência, mas ao mesmo tempo opera com princípios e leis que se distanciam dela e, para resolver o problema da inter-relação dos níveis empírico e teórico do conhecimento, os neopositivistas propuseram circunscrevê-lo à análise lógico-formal da linguagem da ciência. 

Parece-nos que também pode ser encontrada em investigações sobre a fração a presença da fase neopositivista. Pesquisas passam a examinar as concepções, representações e significações (estratégias, raciocínios, compreensão, conhecimento e entendimento) de alunos e professores com relação a frações e/ou números decimais, tendo como substrato de estudo, sobretudo, os aspectos estruturais discursivos do pensamento, isto é, a forma lógica
 do pensamento matemático. 

KOPNIN (1978) analisa para o conhecimento científico e estamos analisando, de modo equivalente, para o conceito de fração, que ao nos voltarmos unicamente para os aspectos sintático e semântico, a compreensão da linguagem continua circunscrita à interpretação lingüística do conhecimento, 

“... pois tanto a interpretação sintática como a semântica se referem à elucidação apenas do momento formal do conhecimento. Para as expressões lingüísticas da teoria podem-se encontrar os efeitos observáveis correspondentes e interpretá-las por essa via empírica. É evidente, porém, que a interpretação empírica da linguagem da teoria é limitada” (Kopnin,1978, p.307).

A partir do princípio de que a apreensão de dado conhecimento não pode ser reduzida à sua análise lógico-formal da linguagem, KOPNIN (1978) também aponta que o movimento do conceito, como totalidade, encontra suas bases na dialética entre forma e conteúdo do conceito afirmando que “a apreensão da passagem do nível empírico ao teórico, ao contrário de uma simples transferência de conhecimento da linguagem cotidiana para a científica, ocorre como uma mudança de conteúdo e forma do conhecimento (grifo nosso) que não pode ser reduzida simplesmente à análise lógico-formal da linguagem” (Kopnin, 1978, p.24).

A formulação de KOPNIN (1978) sobre o problema da análise que se centra unicamente na linguagem coloca-nos diante da impossibilidade de vincular o ensino de fração à aprendizagem que aborda a linguagem somente no seu aspecto lógico-formal. O autor afirma a necessidade de esclarecer que a posição que focaliza, unicamente, os aspectos lógico-formais de análise da linguagem no estudo dos conceitos matemáticos, nos apresenta o problema da linguagem enquanto meio de representação da realidade. 

Segundo KOPNIN (1978) a lógica formal criou dispositivos para interpretar as regras específicas de emprego de certos termos da linguagem. Esses dispositivos de interpretação sintático, semântico, empírico e pragmático da linguagem da ciência embora, indubitavelmente, contribuam para novos resultados, são avaliados como limitados. Para este autor a “interpretação semântica, embora resolva o problema da localização dos objetos (coisas e processos, etc.) que existem por trás de certos símbolos de dada teoria se referem à elucidação apenas do momento formal no conhecimento” (Kopnin, 1978, p.307).

Sobre as interpretações empírica e pragmática o autor indica que também são insuficientes uma vez que a interpretação empírica se limita a interpretar os efeitos observáveis correspondentes às expressões lingüísticas, isto é, os objetos acessíveis à observação; e a interpretação pragmática, na intenção de enfocar amplamente o conhecimento como forma de atividade, reduz-se à análise da atitude do sujeito face aos sinais da linguagem e suas reações diante destes” (Kopnin, 1978, p.308).

As idéias de KOPNIN (1978) sobre a interpretação da linguagem científica aplicam-se também à linguagem matemática. Poderíamos exemplificar, como interpretação empírica do desenvolvimento do conceito de fração no ensino, a sugestão de atividade apresentada na revista “Nova Escola” que sugere que o ensino de fração deve relacionar o símbolo numérico às ações de repartir objetos, de modo que, para que o aluno aprenda as expressões lingüísticas ¾ e 3/5 deve relacioná-las aos efeitos observáveis nas barras de chocolate divididas em partes. 

O ensino de fração centrado nesta forma empírica limita a qualidade do pensamento numérico ao nexo lógico sintático/semântico – de 4 partes iguais assinalo 3 – ficando excluído de sua formação o nexo da continuidade, da grandeza, da unidade, da racionalidade e da ampliação do número natural. Isto proporciona o distanciamento do sujeito da elaboração de juízos sobre o conceito de fração, podendo usar nesta elaboração a linguagem natural que lhe dá a possibilidade de entender-se, também, no movimento do conceito, enquanto os elabora.

Outra forma de ensino, aquela que entende a aprendizagem de fração pela intuição de seus nexos conceituais mediante as inúmeras formas de representar a fração, sugerindo que o aluno aprende ao ter a possibilidade de trabalhar com vários registros de representações, sugere um exemplo de interpretação intuitivista ou pragmática. Esta interpretação é detalhadamente analisada nos trabalhos de DAVÝDOV (1982). Com ela se pretende figurar a “imagem-representação” e o “conceito” enquanto elementos de uma unidade mental que reflete o nexo do geral ao singular, avaliado por este autor como característico de uma interpretação empírico-sensualista tradicional da ciência (Cf. Davýdov, 1982, p.240). 

Assim, pautados nas proposições de KOPNIN (1978), DAVÝDOV (1982) e LIMA & MOISÉS (1998), desenvolvemos esse estudo de modo a não restringi-lo à interpretação lógico-formal da linguagem do conceito de fração, interpretando o desenvolvimento do conceito de fração como movimento dinâmico de sua forma e conteúdo no sentido de incremento do conhecimento. Consideramos este movimento elemento essencial que orienta as atividades de ensino realizadas.

A INTER-RELAÇÃO DO LÓGICO E HISTÓRICO –  como base para a unidade forma e conteúdo

Para abordar o conceito de fração, na perspectiva da recriação do movimento dinâmico de seu conteúdo e sua forma de modo a organizar as atividades usando a dinâmica criativa do conceito de fração, recorremos à reflexão sobre o desenvolvimento desse conceito nesta perspectiva lógico-histórica (Kopnin,1978). 

Sob esta perspectiva, a história não se reduz a fatos, não é ilustrativa e cronológica. Torna-se necessário esclarecer ainda que não estamos entendendo a história como uma sucessão linear em direção à forma mais verdadeira do conceito, assim como também não se pretende definir leis fixas de evolução do conceito, como se existisse uma regularidade evolutiva do conceito a ser formalizada e com ela predizer sua forma futura. Em outras palavras, não se deseja definir leis que pré-determinam a evolução do conceito. 

Esclarecemos que recorremos à dinâmica histórica que representa, em nossa concepção, um entendimento do movimento evolutivo do conceito, na direção de uma maior complexidade, caracterizada pela inter-relação do lógico-histórico. Considerando os argumentos reforçadores e questionadores das potencialidades pedagógicas da história da matemática, indicados por MIGUEL(1997), identificamos nesta pesquisa que a perspectiva lógico-histórica assume duas funções: uma para o professor e outra para o aluno. Para o professor, a de investigação sobre a criação, evolução e compreensão dos conceitos para constituir a problematização na atividade pedagógica. Para o aluno, a de promoção do pensamento crítico, de conscientização epistemológica e de reconstrução da identidade histórico-cultural, onde este percebe as transições e contradições inerentes à inter-relação sujeito-objeto sem a “inculcação dos padrões atuais de rigor”. 

O estudo lógico-histórico do conceito de fração inspirou as atividades de ensino, apontando as conexões indispensáveis para uma compreensão mais profunda do movimento da forma numérica e do conteúdo, compreendido nas diversas ações de medir aspectos contínuos de grandezas, destacados nos significados das práticas sociais diante das diversas necessidades de medição. 

O movimento forma-conteúdo permitiu-nos constatar que o conceito de fração é síntese de um movimento de ampliação da síntese numérica envolvida na quantificação dos aspectos discretos - o número natural, tendo por base a reflexão sobre a quantificação de aspectos contínuos dos objetos, mediante o estabelecimento de complexos nexos, como: da continuidade, da grandeza e de unidade de medida que, enquanto pensamento e linguagem, abrangem a apropriação de diferentes significados. 

Diante desta consideração a elaboração de conceitos não pode ocorrer apenas como a aquisição de uma escrita numérica. Por envolver pensamento, ação e linguagem estes significados pressupõem restaurar, para a escrita numérica – a forma – , o conteúdo relacionado à contagem dos aspectos contínuos, do qual é síntese. Buscamos a forma que permite ao aluno estabelecer conexões com suas experiências de medir, e deste modo, atribuir conteúdo à forma. Para o conceito de fração, consideramos forma os momentos de síntese e sistematização numérica que constituem modos mais formais e estáveis de interpretar o objeto ou fenômeno e o conteúdo, as ações de medir que surgem das necessidades práticas de quantificação de aspectos contínuos dos objetos e fenômenos e que imprimem mudanças na forma por seu aspecto revolucionário.

É refletindo sobre a dimensão contínua de objetos, conferindo-lhe uma característica semelhante ao aspecto discreto, que desencadeamos um processo de movimento do pensamento na atividade de ensino. Neste processo a forma numérica – número natural – é modificada dinamicamente para a fração, no propósito de traduzir numericamente a correlação entre unidade de medida e a extensão do objeto medido, quando esta unidade não lhe cabe um número inteiro de vezes. 

Em face à exploração do desenvolvimento lógico-histórico do conceito de fração desenvolvemos atividades, nas quais os alunos podem refletir: sobre a diferença do contexto de uso do número natural na quantificação de aspectos discretos e contínuos, sobre a quantificação de qualidades comuns - grandeza, sobre o estabelecimento de unidades e subunidades de medida e sobre a comparação da unidade de medida com a grandeza e a síntese numérica dessa comparação como embrião da fração. 

UMA BREVE DESCRIÇÃO DAS ATIVIDADES

Na direção do movimento de criação conceitual da fração, as principais conexões encontradas no desenvolvimento lógico-histórico deste conceito possibilitaram a identificação das necessidades concretas que constituiriam as situações-problema a serem resolvidas nas atividades da pesquisa. Os principais nexos do conceito de fração pautados nas indicações de CARAÇA (1998), LIMA & MOISÉS (1998) e HOGBEN (1970), entre outros, constituem informações indispensáveis à ação pedagógica, localizando as necessidades concretas, os problemas que permitem a reflexão e o pensar conceitual sobre a fração, articulando dialeticamente linguagem, ação e pensamento.

Estas conexões do conceito foram problematizadas de maneira que os alunos as assumissem como uma situação real para eles.

O período de realização da pesquisa em campo durou aproximadamente oito meses.  A fim de organizar os episódios para análise, reunimos as atividades em torno das três unidades didáticas a saber,

· A primeira unidade didática – A unidade natural, reuniu atividades que colocaram em questão os limites do número natural na enumeração de aspectos contínuos da grandeza. 

· A segunda unidade didática – A unidade artificial, reuniu atividades que problematizaram o conceito de grandeza no movimento de criação da unidade de medida – a unidade artificial (Unidade artificial é a unidade criada por nós no processo de medição. Essa denominação que diferencia a unidade natural da unidade artificial é encontrada na fonte de referência das atividades: LIMA & MOISÉS (1998), “A fração: a repartição da terra”).
· A terceira unidade didática – A fração, propôs o problema da medição de comprimentos e larguras de terrenos no movimento de elaboração da fração enquanto registro numérico da comparação entre unidade de medida e a grandeza a ser medida. 
UMA BREVE DESCRIÇÃO DAS ELABORAÇÕES DOS ALUNOS

As análises que apresentamos a seguir refletem as sínteses dos resultados organizados por unidades didáticas. Entendemos por unidade didática o conjunto de atividades que possibilitam ao sujeito que aprende uma elaboração conceitual. 

A unidade natural – Nas análises constatamos que os alunos desenvolvem formas de pensar relacionadas à elaboração de juízos sobre os aspectos envolvidos na contagem, buscando em seu cotidiano a percepção da organização natural em unidades de alguns desses objetos/fenômenos como a água, a areia, o cimento, a terra, as estrelas, os planetas, as frutas, etc. As formas de definibilidade das crianças apresentam-se de dois modos diferentes. No primeiro, como proposições ligadas à percepção e exemplificação, que consideram o aspecto discreto dos objetos, sem o expressarem formalmente, uma vez que relacionam o singular e o universal dos objetos/fenômeno de forma sincrética. No segundo, como forma conceitual de definição, onde seguramente relacionam o singular e o universal dos objetos de maneira dedutiva, como o caso do grupo de alunos que define a unidade natural como: “Unidade natural é tudo que nasce através da natureza”. Podemos deduzir grande parte dos objetos organizados em unidades naturais a partir dessa forma “aproximada” de definição.
A unidade artificial - Análise do episódio do Anexo 1 – A forma usada por esses alunos para medir segue o critério: ter a mesma natureza – mesma espécie, do objeto a ser medido, uma vez que buscam, com a sugestão de usar água na comparação, observar o volume do recipiente. Embora as formas de medição desenvolvidas por estes alunos, ainda não atribuam um aspecto discreto às dimensões contínuas, pois não as tornam uma adição de sucessivas unidades de medida, percebemos que a atividade desenvolvida possibilitou a reflexão sobre a variação quantitativa de qualidades comuns e a resolução criativa do problema de quantificar aspectos contínuos dos objetos: seu conteúdo. 

Entendemos que o processo que permite aos alunos argumentarem e definirem nexos do conceito de fração, usando uma linguagem mais natural, constitui legitimamente um processo de aprendizagem que restabelece o pensar criativo. Este processo de elaboração se perde, quando o conceito é apresentado em atividades, nas quais o aluno somente relaciona a linguagem numérica fracionária a uma parte da “pizza” ou do “chocolate”. Nesta abordagem a aprendizagem é considerada unicamente como uma transposição direta da linguagem rotineira para a linguagem científica. O processo de aprendizagem de conceitos, implementado neste estudo, não consistiu em uma simples transferência da linguagem cotidiana para a científica, mas uma mudança de conteúdo e forma do conhecimento. 

Por este motivo as atividades apresentadas serviram para nos indicar a importância de se propor aos alunos uma reflexão sobre a variação quantitativa de qualidades comuns, principalmente quando comparam objetos em diferentes situações e constroem articuladamente o movimento dinâmico do conceito de unidade natural ao de unidade de medida, como observamos quando estabelecem as primeiras reflexões sobre a organização dos aspectos contínuos na identificação da unidade artificial.  Ao organizar os recipientes de vidro os alunos pensam sobre seus aspectos geométricos: altura, largura, comprimento e capacidade, solucionando criativamente o problema de diferenciar suas dimensões. Suas percepções se fixam na observação de um aspecto qualitativo comum que permita visivelmente a diferenciação da dimensão. Primeiro selecionam aspectos desconexos: somente a altura ou a largura do recipiente, para a determinação daquele de maior dimensão. Depois observam a insuficiência desta seleção e desenvolvem formas de comparação que constituem medições rudimentares, por ainda não estabelecerem a relação biunívoca entre a unidade de medida e um conjunto numérico. 

A fração - Análise dos episódios do Anexo 2 – Na quantificação das “sobras” no episódio 8.3 (Anexo 2), os alunos apontam, criativamente, formas de transformar a unidade de medida para possibilitar sua quantificação. A escolha de palmos e dedos admite representar mais plenamente a dimensão linear do objeto, constituindo a apreensão da idéia fundamental da criação da unidade artificial. Esta idéia particular institui o elo que permite a criação de unidades de medida que concebem, mais plenamente, o aspecto contínuo do objeto. 

Os alunos sugerem a utilização de unidades de medida menores, para a representação de dimensões não inteiras – as sobras. Estas unidades menores permitem medir as sobras e ao mesmo tempo proporcionam a elaboração de uma relação quantitativa entre a unidade de medida menor e a unidade artificial - o cúbito. Segundo KOPNIN (1978), uma vez que esta elaboração reflete a apreensão de uma idéia essencial da criação da unidade artificial, que admite a utilização da forma numérica conhecida (o número inteiro) na quantificação de aspectos contínuos de grandezas, constitui o desenvolvimento de um juízo mais particular para um mais geral.

Forma e conteúdo se articulam na linguagem numérica que representa a quantidade de subunidades sobrepostas à sobra, no episódio 8.5 (Anexo 2). Neste episódio, ao explicarem suas representações numéricas da medida em cúbitos os alunos de dois grupos mostraram compreender o conteúdo racional representado, correlacionando unidade e subunidade. 

Do ponto de vista das formas de pensamento apontadas por KOPNIN (1978), observamos também a elaboração de um conhecimento teórico sobre as ações práticas de medição, uma vez que, ao expressarem um movimento mais geral do fenômeno medição, esses alunos revelam a transição do pensamento; isto é, o juízo particular de medir as sobras com os palmos e dedos se transforma na possibilidade de correlacionar, de modo geral, qualquer unidade com uma subunidade de medida, estabelecendo relações entre elas, como quando correlacionam a sobra à metade de um quarto, em episódio não apresentado aqui. A forma de subunidade aceita a correspondência um-a-um com os números inteiros, no entanto, os registros dos alunos evidenciam o caráter diferenciado de utilização destes números, visto que usam ilustrações e ressignificam sinais comuns da linguagem formalizada na representação das subunidades de medida utilizada: “2,7 para dois cúbitos e sete dedos” em outro episódio não mostrado aqui. 

No decorrer de nossas análises evidenciou-se que o trabalho possibilitou a atuação criativa dos alunos na elaboração de soluções para as situações-problema apresentadas, caracterizando a forma do pensamento matemático como construção e não apenas como pura dedução a partir de indícios e repetição do aspecto formal do conceito. Entendemos que o processo explorado nesta pesquisa é indicativo de que o desenvolvimento da inter-relação conteúdo e forma na aprendizagem da fração pode ser um meio que possibilita uma aprendizagem significativa desta como pensamento e linguagem frente à enumeração de aspectos contínuos da realidade.

ANEXO 1

EPISÓDIO 7.3 – Cena 2 – (no grupo)  O senso de grandeza é insuficiente para comparar os recipientes. 
 Tomam somente a altura como isolado para o estudo do tamanho dos recipientes. Neste recorte, não compreendem todos os fatores que influem na medida de capacidade, causando hesitações na organização dos recipientes.

“É esse [o maior]. [volta a mostrar o recipiente 1, mas demonstra dúvida ainda, olha para o recipiente 5]”

“Só que esse também cabe alguma coisa [mostra o recipiente 4]”

“É esse daqui ó, é a margarina que é maior. [mostra também o recipiente 5]”


EPISÓDIO 7.3 – Cena 3 – Diálogo da classe sobre os recipientes.  

Prof: E qual dos dois é o maior? (...)
(2)Jaque: Coloca água. Nós enche esse aqui de água e coloca aqui [despeja a água do recipiente de vidro no recipiente de margarina]. Se encher tudo e cair água, esse [recipiente de vidro] é maior.
(1)Cari: Não dona Érica, depende. Pode ser a altura, a largura, depende da qualidade.
Ever: O refrigerante, eles vem no vidro. A “coca-cola” vem num vidro mais alto [incompreensível] 
(3)Iva: Professora, sabe qual é maior, por causa que tem pote que é grande, mas é pequenininho professora. É grande, mas não é largo, porque dá pra ver que o pote de manteiga é mais grande na largura, tem pote que é grande, mas não é largo.
(3)Ever: Essa garrafa de “coca-cola”, tem outra de “coca-cola”, a outra tem o mesmo tanto que essa, por causa que é fina, é maior, mas não é mais larga.
(3)Dama imterrompe: A outra é pequenininha e tem a mesma quantidade, é o mesmo líquido.[sobre a garrafa de refrigerante]
Prof: Então, o que é mais importante pra gente provar qual é o maior? 
(2)Joy: Ver qual que serve mais coisas, que nem a água. Ver qual que serve mais?
(2)Cari: Qual que cabe mais?
Joy: É.  Dama concorda com a Joy.
As manifestações com numeração (1) tomam separadamente a altura e a largura na comparação de volumes. Não se compreende o isolado em todos os fatores que inferem na medida de capacidade. As manifestações com numeração (2) tratam a ação rudimentar de medir o volume dos recipientes, pois não se estabelece um termo único na medição: compara-se a capacidade de água entre dois recipientes, garantindo a definição do maior entre eles. Nas manifestações com numeração (3) observa-se um progresso no estabelecimento do isolado.Um novo nível de isolado, que embora ainda incorreto, estabelece o elo entre altura e largura,  relacionando-as à medida de capacidade.
ANEXO 2

EPISÓDIO 8.3 - Cena 2 - Desenvolver formas de registrar numericamente o resultado da medição do terreno.
Tali está comparando o cúbito com a lateral de seu terreno.

Prof pergunta à Tali: E como é que marca esse pouquinho?

(1)Tali: Meio?!... Dois e meio mais ou menos.

(2)Bru: O meu deu dois desse[cúbito] e até aqui [mostra no cúbito a dimensão que corresponde à sobra].

(2)Tali: Esse pouquinho dá isso daqui ó. [Mostra seu pouquinho reproduzindo-o no cúbito como a Bru]

(3)Cari: Três e um palmo.     (...)  Prof: E aí quanto que deu?

(3)Rica e Muri: Dois e dois palmos. 
As manifestações com numeração (1) mostram uma compreensão intuitiva da palavra meio. As manifestações com numeração (2) mostram o entendimento de que o comprimento menor que o cúbito não pode ser representado numericamente e sim pela evidência do objeto. Nas manifestações com numeração (3) criam-se novas unidades de medida coadjuvantes na representação mais precisa da dimensão menor que o cúbito, permite o uso da forma numérica conhecida. 

EPISÓDIO 8.5 - Cena 1 - Criam 4 níveis de soluções para medir as sobras sem criar novas unidades artificiais 
1ª) Não se pondera que a possibilidade do surgimento de sobras é uma ocorrência possível com o uso de qualquer unidade artificial.
Grupo 5 “Com o cúbito ou palmo, pé, dá para contar”.
Grupo 6 “Com o pé ou o cúbito assim vai dar para contar sem unidades novas”.
2ª) A dimensão contínua é representada apenas de modo perceptivo ao se identificar a sobra no cúbito. O conteúdo, aspecto contínuo, sobrepõe-se à forma da linguagem numérica conhecida, o número natural.

“E a sobra nós mede com o cúbito e marcamos com uma canetinha”

3ª) Assinala-se respectivamente o dedo e o palmo como unidades artificiais complementares ao cúbito na medição e se estabelece uma relação entre o cúbito e essas unidades artificiais complementares.
Grupo 2 - 1 cúbito = 14 dedos

Grupo 4 - O cúbito é o mesmo que dois palmos, e as sobras seriam evidenciadas no cúbito .
4ª) Elabora-se a subdivisão do cúbito a partir da sobra obtida, utiliza-se a forma numérica fracionária.
Dividindo o cúbito em quartos:  ¼  
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� Ao se referir à expressão “forma lógica” KOPNIN (1978) esclarece que não existem formas não lógicas de pensamento, pois para ele a forma lógica mais abrangente é a lógica dialética que inclui todas as formas de pensamento, porém ele entende por forma lógica a estrutura constituída de sinais na linguagem artificialmente formalizada, de acordo com as regras da lógica formal.
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